

















1 序 6 
1.1 はじめに 6 
l.2 背景 6 
1.3 この論文の構成 8 
2 非局所結合素子系 10 
2.l 動的な素子 10 
2.2 結合素子系 ] J 
2.2.1 線形な苧均場結合 ] ] 
2.2.2 局所 ・拡散結合系 ]2 
2.2.3 大域 -平均場結合系 13 
2.3 非局所結合系 H 
2.3.1 モデル 14 
2.3.2 非局所結合の現れる例 14 
2.3.3 空間的に離散的な格子点上の素子系 16 
2.3.4 離散時間モデル 16 
2.3.5 補足-局所+大域結合系 17 
3 連続時間モデル 18 
3.1 非局所結什複素ギンツブルクランダウ振動子系 18 
3.1.1 モデル J8 
3.l.2 線形安定性解析 19 
3.]，3 数値計算 21 
3.l.4 空間相関関数およびパワースペクトル 25 
3.1.5 振幅場のフラクタル性 27 
3.1.6 補足-拡散結合系の空間相関 28 
3.2 その他の素子 30 
3.2.1 ブラッセレータ系 30 
3.2.2 レスラー振動子系 3~ 
4 離散時間モデル 37 
4.1 ロジスティック写像系 37 
4.].1 モデル 37 
4.1.2 特異的な時空カオス 37 
4.1.3 ロジスティック写像系に特徴的なこと 40 
4.2 非対称テント写像系 10 
4.2.1 モデル 40 
4.2.2 特異的な時空カオス 4 J 
4.2.3 非対称テント写像に特徴的なこと 4] 
2 
5 ベキ員iJの起源 45 
5.1 メカニズム 15 
5.:2 確率過粍モデル t1() 
5.3 ランダム乗法過程 '17 
6 ~~し 1加法ノイズを含むランダム乗法過程におけるモー メントの漸近的なベキ則 49 
6.] 導入 !J9 
6.2 解析に使うモデル 50 
6.2.] ランジュパン方程式 50 
6.2.2 境界条件 50 
6.3 近似的な取り扱い 51 
6.3.] フォッカープラン夕方程式 51 
6.3.2 ベキ的なテイルを持つ定常分布関数 5:2 
6.3.3 モーメン ト 53 
6.3.4 モーメン トの漸近形 54 
6.3.5 指数 55 
6.3.6 他の漸近領域 55 
6.4 厳密な扱い 56 
6.4.1 フォッカープランク方程式 56 
6.4.2 ベキ的なテイルを持つ定常分布関数 56 
6.4.3 モーメン ト 58 
6.!J .4 モーメン トの漸近形 5 
6.4.5 指数と他の漸近領域 59 
6.5 ベキ則のロバス トさ 59 
6.5.] 境界条件 6] 
6.5.2 離散モデル 6] 
6.5.3 ノイズの性質 61 
6.5.4 数値計算例 6] 
6.6 いくつかの関係した系 62 
6.6.1 ノイジーなオンオフ間欠'性 62 
6.6.2 結合カオス素子 6~ 
6.6.3 空間分布したカオス素子 . 64 
6.7 結論 65 
7 ランダムに変動する長波長の外場を与えた素子系 66 
7.1 離散時間モデル 66 
7.1.1 ロジスティック写像系 66 
7.1.2 非対称テン ト写像系 s7 
7.2 連続時間モデルー微分方程式系 70 
7.2.1 位相モデル 70 
7.2.2 複素ギンツブルクランダウ振動子 7'2 














































































































































































































































































一一二 α¥，y-(] + i c) 1 W 12 W， (3) dt 








































を内部場と呼び、位置 Tでの内部場を X(r，t)と書くことにしよう 。より具体的には、場X(r，t) 
を次のように定義する




! G(I〆-rl)dr' = 1. (5) 
各素子はこの内部場と、素子の内部状態との差に比例した影響を場から受けつつ運動するものと
する。すなわち、素子系が、


















ると 、点 T の近傍で X(r')は、
X(r') = X(r) + [(r' -r)・マ]X(r)+ ~ [(r' -r)・マ]2X(r)+...， (7) 2 
と展開されるので、これを式 (4)に代入し 、G(1・)の対称性から座標の奇数次の項が消えることを
用いると、内部場は、
文(r) = J dr'G(1〆-rl)X(r') 
~ I d刈 (Ir'-rl) ~ X(r) + ~ [(r' -r)マfX(r) ~  ¥1 I! I ¥I • 2 L¥ J ¥ I I 





=F(X(r，l))+Dマ2X(r，L)， (9) dt 
を得る。ここで、式 (6)における結合強度 1¥(または行列 K)と上の展開式に現れた G(γ)の2次




cLY(r，t) v v3 













dlifl (T， l)= 1t! -(1 + iC2)I lifl12 lifl + (1+ icJ)マ2lt'， ( I 1)dt 
と表わされる。これは「複素ギンツブルクランダウ (CGL)方程式」と呼ばれるもので、 7R間分イI
したリミットサイクル振動子が拡散的に結合したものである [J2，l5]o TDGL}j程式 (10)との述
いは、各素子の内部状態の自巾度が2であり、そのため系が一般にはリアプノフ汎関数を持たない
ことである。実際このノ7程式の示すダイナミクスは TDGL方程式 (10)よりはるかに彼雑であり、









次に逆の極限を考えよう 。つまり素子聞の結合が距離によらず、 G(けが空間的に完全に 1菜な





























子には遠くの素子によりも強い影響を受けると考えるのが自然であろう 。つまり、(，'(I・)が 7・ニ O
で最大値を持ち、 7・が増加するとともに現象する関数となる場合である。
そのような G(1')としては線々なものが考え られるが、例えば今後 l次j乙の系を扱う場合には次
の指数的な形を使うことにする






































二 F(X(r，t) + K . A(r， t)， 
clt 

















r Jd _exp [iq . (r' -r )] 
G(r' -r) = ，，' ¥ri I 
(2π)d ) η+ Dlql2 
と表わされ、系が空間的に等方的な場合、距離のみの関数となり、
('23) 
0(1') α exp (-γ11' 1) l次元，
G('r) α I{ 0 (γIr 1) 2次冗，
G(r) 

































X(t + 1)= F(X(t)， (27) 
と表わすことにしよう。写像の場合は、内部状態の次元が]でも素子はカオティックな挙動をぷし
得る。最もその性質がよく知られている写像は、ロジスティック写像 [47]
F(z) = cz(l とー) (28) 
であろう。ここで cはうわl皮ノfラメータである。
離散的な格子点ヒの素子集団を考えよう 。 素子問に平均場的な結合を導入して、 t 番~~の素子の
ダイナミクスカ人
Xi(t + 1)= F(Xi(t) +λ[川)-F(Xi(t)] ， 
に従うことにしよう。ここで、 Fi(t)はt番目の素子の位置での内部場で、
F¥(l) = L G(lj -iI)F(Xj(t)) 
(29) 
(~O) 




IF(Xi+l(t) + F(Xi-I(t)) D /"¥-' /， ¥ ¥ 1 Xi(t + 1) = F(Xi(t) + 1¥ 1-，--q-q-/I (~ - ，--'-q-/I - F(Xi(I) 1， (~J) I 2 '¥ 11 I 
16 
| 唱 N I 
Xi(t+1) 二 F(も(t)+川方乞F(.¥j (t)ト F(ふ(t)I ' (;~2) 















d{I{! (T， tL = w一(1+ iC2)IWI2¥1{! + (1+ icl)マ2W_ /Iei>. ¥ふ
dt (3tJ) 




























= 1li - (1 + i c 2) 1Wi 121li + f{ (] + i C1)(l¥Ii - ¥1Ii)， 
l久(t) 二 Go乞叫(-γIJ-il) 1竹 3
18 
(3s) 
ここで C1，C2は実数のパラメータで、 C2は単一の振動 j七の同転速度、 C1は内部場 I1'が素子に彩粋
をおよぼす際の位相ずれを表わし、1¥"は結合強度である。規俗化定数 (;0は、無限に広がった栴r





ら多少はヒントが得られる。簡単のため、再び空間連続な系で考える。W(x，t.) T X ， { 1 ¥ I T X ， I 2 T X ， ， T，' { 1 ¥ r = W -(1 + iC2)IWI:tW + f{(1 + icI) I G(y -x) (H!(ν) -W(X)) dy， (37) 8t ¥ -， ~ -~ I I ，. I •• ，--¥ -， --"'  
変数 ltV(x，t)が空間一様な場合右辺の結合項が消えるので、明らかに空間 一様振動解 ltVo(t)が存伝
して、
dltVo (t)-E「 =Wo-(1+向 )IWol21tVo， (38) 
を満す。この方程式のリミットサイクル解は簡単に ItVo(l)= exp( -iC2t)と求まる。では、この空
間一様振動解のまわりの微少な摂動を考えよう
{tV (x ， t)= Wo (t)( 1十ρ(x，l) exp (ω(x， t)， (:)9) 
ここで実関数ρ(x，t)とfJ(x，t)はそれぞれ振幅と位相の摂動である。これを式 (37)に代入して線形
化すると、次の式が得られる
θρ(x，t) ()_ ， T' r 寸F = -2p+I{ / G(y-x){[p(y)-仰)]-C1 [fJ(y)一的)]}dy， 
θfJ(x，t) ()_ _ ， T' r 寸「二一2ω+κ/G(y-x){c1[ρ(y)-仰)]+ [fJ(y) -fJ(x)]} dy， (刊)
波数qの摂動を考え、 (ρ(x)t)， fJ(x) t) = (ρq(t)， fJq(t) exp(iqx)を代入すると、







? ??? ? ? ( 43) 
で与えられる。この式の固有値 入qは、
入q= -1 -1¥"(] -_ejq) :lゾ1-2c1c21¥"(1 ムー)-ci J¥' 2 (] -.q q r~ ， (判)
で与えられる。指数型の重み関数の場合、
? ? ?
? ?????? (45) 
] 9 
なので、 qが小さいときは、 lー のも小さい。そこで大きい方の岡有値を長波長展開すると、
入q = -I¥(l -.q)(l + CjC2) + 0((1 _ !;q)'2) 
!{ q2 
τ-τ(1 +町内)+ 0(q4)， γ十 q.!
が得られ、長波長での不安定性が、








入q= -(1 + CIC2)Dq2 + 0(q4)， 
から通常の Benja.min-Feir不安定条件
1 + Cl C2く 0，
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図6:非局所結合CGLの一様解のまわりの摂
動の固有値入q.パラメータ Cl= -2.0， C2 = 
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においては、短波長成分は非常に強く抑え られ、いかなる場介でもq→ コcで 入q<0となるのに
刈し、 Jf三日所結合系においてはそれほど強く抑えられず、q→ ∞でも入q> 0となることがある
|刈 6，7にl'= -2，C2二 2の場合について得られた間有偵をいく つかの λ'の偵について/示すoJI:}Il] 






い。系の長さを 1に同定し、結合長 γ-]を系の長さとの比で決めることにしよう 。以下では、紡












結合強度を小さくして Kニ 0.85の場合を見ょう。図 11に、素子の変数 W(x)の複素、ド聞にお
けるスナップショットを示す。素子はもはや一本のひものようではなく、ばらばらに分布している
が、部分的に比較的連続性を保ったコヒーレントな部分も存在する。図 12に、対応する変数の振





CGL振動子の回転のタイムスケールに比べてかなり長時間持続している。結合強度 K 二 0.85で
はパターンは連続と不連続の中間にあるように見える。この状態が、今後詳しく調べて行く「特児
的な時空カオス状態」であり、多くのとても面白い性質を示す。
さらに結合強度を小さくした!¥-= 0.60の場合を調べよう。図 14に、素千の変数 TtV(.r:)の復嘉
手面におけるスナップショットを示す。素子はほぼぱらぱらに分布しているが、まだ完全に秩序を
失っているわけではなく、全体としては逆ρ字のような構造を持っており、ちょうど大域結合('C;L
系で知られている素子の逆 p字形の分布を乱れさせたように見える [21Jo凶 ]5に、対応する変欽
のJ刷J~ TV(;r)のスナップショ yトを示す。振幅のパターンもほぼぱらぱらだが、やはり完令に秩序
を失ったわけではなく、ぱらぱらなパターンが長波長のモジュレーションを受けているように凡え
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図9:変数の振|幅 ITtV (x) Iのスナップショッ ト
凶 10:変数のJ辰幅 ITtV (:1') Iの時開発展黒いほど振幅が大きく、 (Jいほど小さし
:22 
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変数の振幅 li1'(.r)Iの時開発[ヌI15 図 14:非局所結合 CGLの変数 ltV(x)の複





さらに Iピを小さくして行くと、 lピ'"0.5 くらいで素子の振l隔の(l由度がほぼなくなり、各J~r 
は同ーの円の上で、単に位相のみを変化させるようになる。この状態では系はもはやカ オテ ィック
ではなく、ぱらぱらに円上を回転し 、日立った秩序は示さなしE。以下、 λ'が Oになるまでこの月!
惣気体的な状態が続く 。
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図 21:}ピ=0.60での相関関数 C(x) 民122:fピ=0.60でのパワースペクトル J(q)
図17，19，21に、結合強度K二].2， 0.85， 0.60での空間相関関数を示す。空間パターンが連続的な





図 18，20，22に、結合強度 X = l.2， 0.85， 0.60に対応するパワースペクトルを示す。Wicncr-
I<hinchineの定理より空間相関関数のフーリエ変換はパワ ースペク トルであり、
J(←211r J r(x)exp(叩) ( 54) 
の関係がある。特異的な時空カオス状態である J¥= 0.85において、パワースペクトルがベキ的
J(q) r-v q一αー 1 (55) 
に振る舞っていることが注目される。図20よりこの指数 αは α'"0.63と見積もられる。tの関
係式より、これは相関関数が原点付近でベキ的
C(x) '" Co -C1x(¥ (56) 
のように振る舞うことを予怨させる。これを確かめるのが関 23である。実際の計算においては、
得られた C(x)を使って、 Co-C(x)がもっともよくべキ則に乗るような ('0を探した。いくつか
の結合強度 lピの偵に対し、空間相関関数C(x)は原点付近でベキ的に振る舞っており、その指数の
は結合強度 K とともに変化する。結合強度 K に対し指数αをプロットしたのが図 21である。指
数は Iイとともに連続的に変化し、 ム'のある値で極小を持つことがわかる。人'二 0.85では α'"0.66 





きていることを意味する。図24で、指数が梅小となる K の値と、図 25で原点に有限のギャップず
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(58) S(l) :=乞IW((j+ l)lト W(jl)I，
の測定スケール lへの依存性を見ればわかる。この量に lを掛けたものは、測定スケール lが小さ
い極限で、パターンの長さに帰着する。つまり、もし、
(59) S(l) '" [s， 
27 
のような依存性があれば、このパターンのフラクタル次jtlYfは D.r= 1 -sである 'だ|捺にいく
つかの K について .S(l)を測定した結果を図 27に、測定されたが(1)より計算したフラクタル次厄
を図 28に不す。パターンが連続的な λ.= 1.2では、 S(l)は小さな lについてはほぼ lに依存せず、
指数。はほぼ Oであり、パターンの長さはそれを測定するスケールによ らない すなわち、この
ときパターンはフラクタル的ではなく 、そのフラクタル次元 D.rは lである 特異的な時空カオ
ス状態における λ.= 0.85では、S(l)は小さな lについて lにベキ的に依存し、その指数dはilrYi 
でない非整数偵'"-0.43をとる。つまり 、このときパタ ーンはフラクタル的であり、その次j己は













10，4 103 10-2 10 
10-3 
図 27:パターンの高低差の総和 S(l) 図 28:パターンのフラクタル次元 D.rVS. 結
合強度 1{
以上、非局所結合CGL系の特異的な時空カオス状態を特徴づけるため、振幅場のパターンの高











X(x)二 .¥(0)+ X'仰+ド(0).1'2+ 、?????? ?
2 
できる程度になめらかであり、空間相関関数は短距離付近で、
く X(O)X(x)>=く .¥'(0)2> +く X(0)X/(0)>2+lく.y(O)X" (0) > .r2 + . . . ¥ (s 1) 
2 
と展開されるが、rの1次の項は系の反転対称性により消えるので、空間相関関数の短距離での振
る舞いは必ず C(x)~ Co -C1X2という形になる。
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dX(x， t) ー r-，.":r f ，¥ ¥)'" 1 = A一(B+ 1))( + ，¥( 2 Y + J¥ d I x(x ， 1)-X I dt ¥ - ， -I -- ， -- - ，----L--¥ -.I --J
dY(ムt) n ".' "，2 卜 1
一一一一 = B X -X ~ Y + ]¥'I Y(x ， l)-Y I dt '--L-¥-， -I -J (62) 
ここで A，Bはブラッセレータ素子のパラメー夕、 Iピは変数X，Yと内部場X，Yとの結合強度を
与え、 dは変数問の結合強度の比である。主， }'の定義は前と同様で、結合長γ-1は系の長さの 1/8
に取る。




ではいるが)。図 32は、対応する妻子の内部状態のなす空間パターンのスナ ップシ ョッ トである
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図34)35)36に、変数Xの空間相関関数C(x):=く X(O)X(x)>を]{= 0.05) X = 0.04， ]¥' = 0.035 
の場合について示した。空間パタ ーンは、 λ.= 0.05では連続的で λ.= 0.035ではかなりばらばら
になっているが、これを反映して、空間相関関数の原点付近の振る舞いがそれぞれ 1-Jこ州、カスプ
状、原点にギャップ発生、とな っ ている 。 図 37 はこの空間相関関数のベキ~ IJ C(x) '" ('0 -(¥x(! 
を確かめている。実際、 λ'のそれぞれの値で空間相関関数はベキ的に振る舞い、その指数αは 1¥'
とともに変わる。これを図 38に示す。図39は空間相関関数の原点に生じ るギャップの結合強度 Iイ
依存性である。指数αが極小をとる K の値とギャップの発生する/ピの値がほぼ等しいのは沌f.1に
値する。















o 00 0.00 。





C(O) -Co vs 結合強度 I{
数の短距離でのベキ則に対応して、パワースペクトルも高波数側でベキ的に振る舞っている。関41
には測定スケール lを変えて測ったパターンの高低差の総和 8(/)を各 Kに対して示す。非局所結




























































b + X Z -('Z + J{ [Z -Z] ， (63) 
dt 













W(り):ニゾ[X(り)一元(t)]2+[y(り)_ Y(t)]2， (64) 
を濃淡プロットした。予想通り、時空パターンは CGLやブラッセレータの場合とある種の特徴を
共有しており、レスラー振動子系においても同様な特異的な時空カオス状態の存在を示唆する。
このことをより定量的に確かめるために、 I{= 0.14の場合について、場 X(x)の72問中日関数
C(x)を測定したものを図45に示す。空間相関関数の原点付近のベキ則は、ln(Co-C(.r)をInl・
に対して表示した図 46から明らかであり、レスラー振動子系においても特異的な時空カオス状態
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Xi(t+1)ニ F(Xi(t))+λ[ム(l)-F(Xi(t))] ， (65) 







であり 、分岐パラメータ cは以下 c= 3.7に固定する。この値で結合がなければ、各素子はカオ
ティックに振る舞う [47]。
4.1.2 特異的な時空カオス
以下、系の長さを 1として N= 210 rv 215個の素子を使い、素子の位置を x:= i/Nで表そう 。
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図 54:空間相関関数C(x)の原点でのベキ則
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図52と53には、結令強度が!¥..= 0.26と!{二 0.22のと きの空間相関関数(:(J'):二く X(O).Y(J')> 
を示した。fピ=0.22のときには原点に飛びがあ り、パターンの連続性が火われていることがわか
る。空間相関関数の原点付近でのベキ則は、図54から明らかである。また、パターンのフラクタ





























Yi(i + 1) = F(Xi(I) +!{ [ム(/)-F(Xi(t)] ， 
40 




(ごく p)， (: > p)， (s8) 
p 1-]) 
















に、 I¥_二 0.65とI{= 0.55の時の空間相関関数 C(x)を示した。I{= 0.55の時には原点にギャッ
プがあり 、パターンの連続性が失われている。空間相関関数C(x)の原点付近でのベキ的な挙動は、
11(Co -C(x))を1nxに対してプロッ トした図 63から明らかである。なお、1¥> 0.6では空間半I!
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X(り)二 F(X(O，t) +!{ [え(O，t)-X(仰)]， 
X(り) = F(X(り))+ !¥-[玄(り)-X(り)]
これらの変数の差υ(t):= X(.T， t) -X(O， t.)のダイナミクスは、
y( l)二 [F'(X(O，1) -!{I] . Y+ ]¥-X' (0， t)x + N(ν7ム)
(69) 
(70) 
と表わされる。ここで、υとzを微少として FとX を展開した。なお、 Iは微分、 Iは単位行列、
N はその他の非線形項を表わす。
この式からわかるように、近傍にあるふたつの素子の内部状態の差νは、嘉子のカオティックな









y(t)二入(t)y(t)+ b(t)‘r + O(y， x，・)， (71 ) 
のように書き表せ、 入(t)を局所リアプノフ指数として解釈できるであろう。ここで b(1 )J'は非}r1]}iJr 
平均場からの寄与である。
系がマップであらわされる場合もほぼ同様で、距離 z離れた 2素子を考え、
¥'n+1 (0) = F(X丸刈川nバ訓(卯川0町小)
Xんんh叫川+1バ巾州(μ川Z刈) 二 F(Xn(x)) + J{ [T(丸 (x)-F(心付))]， 
b を2素子の状態の差 Xn(x)-Xn(O)とすると、






















して下限が Uニム上限が Y= 1の位置に来る ようにする。素子のカオティックなダイナミクスに
よる F'(X(O))のランダムな変動に対応するノイズを入(t)と表すことにしよう。そして、次のよ
うな確率過程モデルを導入する
y(t) =入(t)ν(t)+ε[-fJ(ν(t) -1) + B(x -y(t))卜 (75 ) 
ここで B(z)はヘビサイド階段関数で、。(x-y)は素子問の距離 zに比例した位置に uの 下|浪を
与え 、-()(ν-1)は非線形効果を近似した yの上限を与えており、最終的には ε→0として無
限に高い壁にする(図 67参照)。また、入(t)としては、土1のふたつの値の問を確中 pとqで行
き来する 2値 (dichoLolllOUS)ノイズを使うことにする。このとき、局所リアプノフ指数の千均は
入=(p -q) / (p+ q)、ゆらぎは 1となる。ここで詳しい計算は書かないが、論文 [3]においては、こ
の確率過程モデル (75)から、下限の位置 zをパラメータとして yの定常分布 P(y;x)が計算され
46 
た。この分布関数 P(y;.r)の特徴は中間部分でベキ則 Pα y-l+sに従うことであり 、13二 p-qで
ぺえられる。そしてこの分布関数から、パタ ーンのフラクタル性と空間中日関の原点で、のベキ則が、
下限の位置 rに対する yの l次と 2次のモーメントの漸近的なベキ則として説明され、さらにそ

























離散時間モデルの場合については 、やはり同様な考え方に基づき、論文 [4]において、式 (74)か
ら次のような非常に簡単な確率過程モデルが導入された
(76) 
ここで ん は適~な分布 ω(入) から各時刻で独立に拾ってきた ノイズで 、 やはり非線形項と加法ノ
イズのかわりに y= 1とU二 Z に反射壁を置いた(図 68参照)。再びこの}j程式よりド限の位ITを
パラメータとして含む h の定常分布関数 P(y;x)が計算され、この分布関数に対する yの l次お
よび 2次のモーメン トのパラメータ zに対する漸近的なベキ則として、場のフラクタル性や空間
相関のベキ則が定性的に説明された。この P(y;x)もやはり中間部分でベキ則 Pαy-l+β に従い、







































ランダム乗法過程 (Randoll1M uJt.iplicative Process， RMP)はベキ的な挙動へ導くよく知られた
メカニズムの一つである。それは確率変数が乗法的なノイズにより駆動される確率過程であり、多
くの系のモデルとして広く使われてきた。例えば、オンオフ間欠性 [25，26， 27， 29， 31， 32]，レー





































(η(t) = 0， 
( [入(t)一入。][入(t')一入。])二 2D入t5(t-[')， 











ランジュパン方程式 (77)から統計定常状態を得るには、 1支に変数 zの上限が必要である。ま
た、弱い加法ノイズの項は変数x(の絶対値)が小さくなりすぎないようにする下限の効果をうえる。
(a)下限 平均拡大率入。が負である場合には、もし加法ノイズがなければx(t)は Oへと近づくで






























s=J21(Oく Sく 1)， (内)
y Lノ入
を導入しよう 。これは乗法ノイズによるゆらぎ((入x)2)^-'D入ジと、加法ノイズによるゆらぎ(η2)，-， 1)η 




(a) 5く /x/く] この領域では、加法ノイズの効果を無視して次のランジュパン )J科式を考える
d:r(t) 
一一二入(t).1:(t) • (80) 
dl 
新しい変数y(t)二 log/x(t，)/を導入すると 、式 (80)は次のように書き換えられる
dy(t) 
一一=入札 (8 I ) 
dt 
ストラトノピッチ解釈のためこのような書き換えが可能である。これは平均値がドリフトしてゆく
ような拡散過程である。P1(x) t)を.1:(t)の分布関数とし、 PJ(y，t)を対応する y(1)の分布関数とし
よう。式 (80)に対応するフォッカープラン夕方程式は、
三P](y) t)二 -L1(UJ)38t -J ¥.:1) . I 8 (82) 
という形を持ち、流れiI(y)t)は、
iI(y)t)=んP1(y)t) -D十l(y)t) (83) 
という形となる o X =::1:1での反射壁は、)1のU二 O、つまりiI(y二 0)t) = 0でのノーフラックス
境界条件となる。
(b) 0く /x/く s この領域では、乗法ノイズの効果を無視することにより、次のランジュパン方
程式
x(t) 
dt η(t) (84) 











(a) 5く /x/く ] 定常条件。Pd8t= 0より δ}I/θν=0、つまり}I(ν)三 constが得られ、ノー
フラックス境界条件h(y = 0)= 0よりjI(ν)三 Oが得られる。ゆえに、定常解 P1(y)は、
0=入品(y)-D入子P1(y) (87) oy 
を満し、これは、
州)二 C叫か) (88 ) 
52 
と解くことができる。ここでどfは規格化定数である。これをもとの変数 rで書き LRすと、
dy ff] (入。 ¥Pl (♂)二 P1(y)一=ど一叫( ~U log(lxl) ) = CIパ苛一 l







(b) 0くIxlくs 定常解の一般形は定数AとBを使って P2(X)= Ax+Bと点わされる。Ixl二 sで
の流束と分布関数の連続性、つまり }2(s)二 )l(S)三 OとP2(S)= PI(S)より、 Aニ OとB= PJ(s) 
が得られるので、 P2(x)は単に定数値を取る


























































この定常状態 (92)における変数 Ixlのq次のモーメント (xq)は、
間=['， I"lqP(♂)白=2LIMP(Z)dz
= 2C([かs〉Zd仇N付qssβ川 +[卜ρ1〉Zが仇附qx
s 1+叶(鵠 一lμ)μS〆P州+q 
















図 70:近似的および厳密に得られた確率分布関数P(x)VS. xoパラメータは図 lと同じ。
と書くことができる。ここで Cqとαqは
s+q ， 







(xq)竺 Cq(1 -αQss) (98) 
が得られる。














? ??， ， ， 、 、 、 (99) 










(J;q) ~ Go + G1sJJ(q)， 、??????? ?、
を示すことがわかる。ここで (;0とG1は定数である。σ。は Fくo(入oく 0)の時には消えるが、
s> 0 (入o> 0)の時には有限の値を とる。このように、モーメントのベキ則が得られた。
6.3.5 指数
モーメント (xq)の指数 H(q)はF、すなわちん とD入の比により決められる。式 (98)と(100)











(b) s > 0 
H(q) = s (J 03) 
指数H(q)は、 o< qく IsIの時には qに単に比例しており H(q)= qだが、IsIく q01' s > 0のH手
には qに依存せず H(q)= IsIとなる。
6.3.6 他の漸近領域
ß ~O の場合や |創立 q の場合に は、 s → 0 の極限でのモーメン トの漸近形がベキ則でない場合
がある。
(a) s ~ 0 β~ O でかつ Iß logsl < Jである ょっなパラメー タ領域を考ぇょっ。この場合(xq)の
分母は、
1+αoss = ] +αo exp(s log s) 
二 1+α0+αoslogs+ O(IslogsI2)， (J04) 







(b) IsI ~ q sく Oでかつ IsI~ qであるようなパラメータ領域を考えよう 。さらに 、I(q-









































1+αqsq-10|= I+αq exp ( q -IsI) log s) 
= 1 +αq+αq(q -IsI) logs + O(I(q -IsI) logsI2). (107) 
を得る。αq-間-]と Ilogsl> 1を使うと、附-IsI)log sの項が支配的であることがわかり 、

















j(x =土1，l) = 0 、?????』?，?、
を置くことと等価である。
6.4.2 ベキ的なテイルを持つ定常分布関数
フォッカープランク万程式 (109)の定常解 P(x)を計算しよう 。定常条件 aP(x，t)jat = 0より







ー λn 1 
P(:r) = C(D)..xZ + Dη)可 -h (] 13) 
56 
が定常確率分布関数賭して得られる。ここで「は規格化定数であり、
[1 P(>:)dx二2[川エ=] ( 1 I t1) 
(1 15) 
から決まる。積分公f
11 (1 + cx2)ad" = 2Fl(-a，~ ， ~ α X [ α'2'2;-c)， 
を使うと(ここで 2Fl(α， b， c;z)は超幾何関数)、 Cは、
| 宣告L-t ， 入。 11 3 D，¥ J C二 12D:U )， っF，(一一一一+一一一・一一一)I l リ，，~ 1 ¥ 2D入 I 2' 2 ' 2 ' D17I J (1 L 6)
と表わされる。





s-1 入o 1 
α 一一一一ー ←一一一一一
2 2D入 2





、???? ??，??、? (J ] 9)
(Ixl> 1) 
と表わされる。
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剖71:いくつかのんの値に対する確率分布
関数 P(x)VS. ~t 。 パラメータ D入= 0.5と
Dη= 0.00005は固定。




定常確率分布関数 (119)より、 Ixlのq次のモーメント (xq)は、
間二 /，Ixl' P(x)白二21'x'P(x)dx 
1 2Fl(-α3i子単一台)
1 + q 2Fl (-α，j3;ーが
と計算される。ここで積分公ェ










'2FI(α，b， c; z)竺 fl(α，b，c)(-z)一α+f'2(α，b，C)(-Z)-b (二→∞)， 
を使うと、 (xq)の漸近形を
1 f1(-α?LP苧)l+F3(-Qglt久平)st3+q (日)~一一




F(c)f(b -α) n I ~ I~ ~ \ f(c)l'(α -b) 
fJ(α，b，r)= ，F2(α，b，c) = f(b)f(c -α)' - '<"-'~)~ I f(α)f(c-b)' 







(zq)=cq v (130) 
4 1 +αoss 
しかしながら、 cqとαqは先ほどとは異なり、
1 f1(-α 取組) y， I l+q 3+q =-- 3213323αq = f3(-Q一一一一). (] 31) q - 1 + q f1 (-α3E7E)?232 
で与えられる。先ほどと全く同じ議論により、この形からいq)が s→0で漸近的にベキ則
(xq) ~ 00 + G1SH(q). (j ~2) 
に従うことが言える。
図74に、モーメント (xq)を小さな sの領域について示した。各モーメントは加法的なノイズ s
に対してベキ的な依存性を示している。
6.4.5 指数と他の漸近領域
この厳密な結果と前の近似的な結果の違いはいくつかの係数だけで、指数は同 ーなので、 Jf(q) 

















図 73 いくつかの qに対するモーメント (xq)
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図 74:いくつかの qに対するモーメント (xq)
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X7'1，+l二 e入nX 7'1， + 0 ( X ~) + 177'1" (133) 




















? (13!J ) 
を数値計算してみる。ここで 入(1.)は何らかの色っきノイズで、 一万η(l)は前と同様白色ガウスノ
イズであるとする。ノイズ 入(t)として、 (i)通常の Ornstei11-Uhlenbeck過花によって作られたガ




図76に、各ノイズについて得られた 2次モーメント (.r2)を加法ノイズの強さ sに対してプロ ッ
トした。モーメント (x2)は加法ノイズの強さ sに小さな sの領域でベキ的に依存していることがわ
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X1 = F(X1) + k(X2 - X1)， 
X2二 F(X2)+ k(X1 -X2)， (135) 
である。ここで X= F(X)は各素子の固有の運動を表わし 、kは結合強度を表わしている。これ
らふたつの素子は、kがある臨界結合強度kcより強ければ同期する。差分a=X2-X1は素子
のカオティックな運動に より乗法的に駆動される
I .--- ~ ( X 1 +X2 ¥ "'.~ I 
忽二 ID F (" 1 ; 1" :t ) -2k 1 I . a+ 0 (a 2) ( 136) 
ここで Dは微分を表わし 、Iは単位行列である。んよりわず、かに下では、この zはオンオフ間欠
性を示す。もしさらに弱い加法的なノイズを系に加えれば、 zはんより上でも間欠性を示すであ
ろう 。この状態で、加法的なノイズの強さ sを変化させて mのどれかの成分の q次のモーメント
(xq)を測れば、先ほどの議論からそれは sが十分小さいときにはいq)'::.GO + G1sJ(q)のようにベ
キ的にふるまうことが予想される。
ひとつの例として 、 互いに結合されたレスラー振動千に、~~し E加法的なノイズを変数の段初の成
分に与えたモデルを数値計算してみよう
また、
土I(t) = -Yl + Z1 + k(X2 -Xl) + scI(t)， 
yI(t) = Xl + 0.3Yl + k(Y2 -yI)， 
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距離 r離れたふたつの素子の振幅 Xの差 x(r)= X(1') -X(O)を考えると、そのモーメント
(x(r)q)は流体乱流における速度場の構造関数、あるいはフラクタルな表面成長における高さ-高さ







(x(γ)q) '" GO + G15H(q) '" GO 十 G21・H(q)， 
、???? 、，ー?，、
ここで GO、G1、G2は定数である。








る境界の位置の系統的な依存性が、~~し E加法的なノイズの強さに対するモーメントのベキ則を /j:. じ
させる。
この現象を詳しく解析するために、乗法および加法ノイズの両方を持ったランジュパンノ了程式



























は無いものとする。位置 T の素子の変数を X(r)と表わし、それに長波長の外場 九1(r)をI子える
Xn+1(r) = F(Xn(r)) + hn(1')， (140) 
ここで η はタイムステップを表わす。位置 T にある素子と位置 r+xにある素子の状態の差
υn :=Xη(r + x) -Xn(r)， (111 ) 
を考えると、そのダイナミクスは
νn+1 = F'(Xn(r)) 仇 +h;I(r) . x +N(.. .)， ( 142) 
となることから、再び前と同様に弱い加法ノイズを受けたランダム乗法過程と兄ることができ、ベ
キ的な空間相関などが観測されることが予想される。
以下では簡単のため空間 1次元、素子の変数を l次元とする。系のサイズを ]に同定し、素子の
位置を zで表わす。系のダイナミクスは次のようになるだろう







F(z) = cz(l -z)， (111) 
66 
で表わされるものとしよう。ここで cは分岐パラメータであり、再びc= 3.7とする c なお、この
値は典型的なもので、特に意味はなしE。系のダイナミクスは次の式に従うものとする
九t+1(ょ)= (J-J¥")F(Xn (.1') + Jdll (;.') ， (145) 
ここで、Kは系に対する外場の影響をコントロールするためのパラメー夕、すなわち外場との結合
強度である。以後外場 九1(x)としては、
1 + cos (2π(x+仇)) 
h1 (:1')二凸 ( 146) 
を使う。ここで ψ"はOから 1の間の一株乱数である。つまり、系に存在する最も長い波長の成分
に同じ十辰幅でランダムな位相の入力を与えることになる。
写像の前の因子 ]-f{は、0から 1の範囲の値をとる写像 F(Xn)と外場んに対し、次の時刻
の値Xn+1をこの範囲に留めるために挿入した。この因子により、ロジスティック写像の実効的な
パラメータは (1-l¥)cとなり 、今後使う Kの値 0.2程度では写像はカオティックではなく、安定
な固定点を持つ。つまり 、外場を与えなければ全素子は固定点に落ち込み、パターンはすぐに 一様
になる。
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図 79:X 二 0.2での中央の素子のリタ ーン
ッフ。
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図 81:空間相関関数の原点付近。一番上が











番上が!{二 0.14一番下が J{= 0.30， 0.02 
つつ。
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図 82:空間相関関数の原点付近のベキ則。一
番上が J{= 0.14一番下が Iピ=0.30， 0.02 
つつ。
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ゆj( t)= 1 -c cosゆj(t)+ bhj(t)， (Jt17) 
ここでゆj(t)はj番目の素子の位相で、 cは素寸この性質を決めるパラメー夕、 hj(t)はランダムに変
動する長波長の外場で、 bが外場の素子に対する影響の強さを決めるパラメータである。パラメー
タけま 、Iclく 1として位相が常に増加するようにしておく 。が、 cosの項のため位相の増え)fは時
間的にゆらいでおり、また対応してその局所リアプノフ指数も正負にゆらいでいる。外場 /り(l)は
再び前と同様に系のもっとも長い波長成分のみの関数の位相をランダムに変化させることにする
{ J 11.¥ ¥ hj (t) = cos 2r ( :T+ψ(t) ) . (]1)8) J ¥ I 
¥ N '¥' } 




ほれぼれ1)= 26 (l -t 1) ， 
( 11)9) 
(J 50) 
である。以下、 α=30， b = 2.0に固定し、 cを変化させて系の待子を見ることにしよう 。|刈 87に
c = 0.4での素子の位相ゆ(x，l) のなすパタ ーンを示した(位相は増加し続けるので、予.t~J1lfl をさし
70 
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図 88:空間相関関数の原点付近のベキ則。
番下が c= 0で一番上が C二 0.9，0.1づっ。
指数は 2から lまで徐々に減少する。
λー






























(η(k，O)η(k' ，0) = 6 (k + k'). (] 5!J) 
以後積分時間 tは 1として、時刻 1における解 7(x，l)を生成された空間ノイズ 入(x)としよう 。
入(x):=η(x， ] )の空間相関は 、容易に次のように計算できる







Z(x， t) :二 Zo(υ(x，t) + iv(x， t)， ( 156) 
72 
ここで Zoはノイズの大きさを決める実パラメータで、空間相関長を決める Dは 1，Vで同 aにとる
では、実際に数値計算してみよう。系の長さを 1とし、拡散定数 Dもlにとることにするし|刈
89に、上に述べた方法で生成したノイズのある実現をIJミした。予想通り、長波長の空間ノイズと
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その変数を TtV1(t)とW2(t)としよう。TtV1(t)，TtV2 (t) は複点数なので、ふたつの素子の状態差を実百I~
X (t) : = Re W (t)の差 X1(t)-X2(t)を使って観測することにする。虚部の差や、振幅の差をと っ
ても同様な結呆が得られる。
図94に、中央の素子とそのひとつとなりの素子の変数の実部の差 X]-X2の典型的な時間発展


































図 97:変数の差 X2- X1の確率分布関数。
平均と標準偏差で規格化しである。一番尖っ















短いのが ムz ニ 2-12，以ド 2-11，2-10，1-9
2-8。ベキ的な部分の指数はどれも同じ。
77 






いほど原点から遠くなる。図には素チ問の距離がムx= 2-9のデータと d..r= '2-10のデータがifl








































の(回数は N= 512で、パラメータは c= 3.7， 


































1距離 z離れた素子聞の振幅場の高さの差 ν(x)の分布関数 P(y;x)は、原点付近の♂に比例す








r 1 (s <ー1)， 
D.r = ¥ 2 -Is ( -1くFく 0)， (j 58) 
l 2 (0くs)，
r 2 (sく -2)，
α= < IβI (-2くFく0)， ( 1.59) 





う。素子のパラメータは ]J= 0.75に固定する。N= 212個の素子を使月jしたので長さの故小単位
は2-12である。
図101に、結合強度がム-= 0.5である場合において、素子聞の距離zを J，2， 3， 4， 5， 7( X ~ - 1:!) 




図 ]02には、素子聞の距離 zを2-12に固定し、結合強度 K を0.t15、0.t175.0.5、0.5:25、0.55と
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図 101:非対称テント写像系の振幅差y(x)の
分布関数 P(y;X)o J{二0.5で、上から z二
1，2，3，4，5，7 (x 2-12)。
図 102: 非対称テント写像系の振幅差 y(x)
の分布関数P(y;X)o X二2-12で、傾きのゆ
るいものか らλ"= 0.45， 0.475， 0.5， 0.525， 
0.550 
図 103に、各分布関数のベキ的な減衰部分から読み取った指数βを、結合強度Iピに対してプロ ッ
















まず、非対称テント写像の局所リアプノフ指数ん:二 logI (1 -f{) f' ( Xn ) Iの典型的な時間党以
(中央にある素子)の様子を図 106 に示す。 振Ip~X は多くの場合非対称テントの頂点の左側にあり
局所リアプノフ術数は負だが、たまに軌道が頂点の右側に入り、局所リアプノフ指数がlととなる
局所リアプノフ指数んの平均と分散:
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図 106:J{ = 0.45での中央の素子のダイナ
ミクス(上)と局所リアプノフ指数(下)。
82 
の結合強度 Iイに対する変化を|羽 107に示すO 入。は !¥"の減少とともに増加し、 IliJ~したブロウア
ウト分岐点 lイ竺0.425で正に転じている。ゆらぎ D入は比較的小さく 、あまり変化しない 分布が
白色ガウスである場合、もしくはFが小さいときに有効な理論式s=入。/D入を使ってこれらの川
所リアプノフ数の平均と分散より計算した dと、分布関数のベキの指数より得られた dを|叫 ]Og
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図 107:結合強度 λFに対する局所リアプノ 図 108:分布関数から得たpと、局所リアプ
フ指数の、It:均と分散の依存性。 ノフ指数より計算した Fの比較。
9.2 非局所結合複素ギンツブルクラン夕、ウ振動子系
では次に、非局所結合 CGL系についての結果を簡単に示しておこう 。図 109は、結合強度を
K 二 0.85に固定して、素子問の距離 zを1，2，4，8，16(x2一12)と変化させて測定した変数X(け
の高さの差 ν(x):= IX(x) -X(O)Iの分布関数P(ν;x)を示す。やはり 、原点付近には半らな領域
があり 、その|隔は距離zを大きくするとともに大きくなる。また、それに続くべキ的な領域の指数
はzによらずほぼ一定である。
図 110には、素子問の距離zを2-12に固定し 、結合強度 K を0.70，0.75，0.80，0.8.5，0.90，0.9.5
と変化させて測定した分布関数 P(y;x)を示す。原点付近の平らな領域の長さは K によらずほぽ
定だが、その後のベキ則の指数は λFとともに変化する。
図 111には、分布関数のベキ的な減衰部分の指数から読み取った Fの結合強度Kに対する依存
性をプロッ トした。l¥"・が減少すると共に Fは増加し、!¥"竺 0.75以下では正の他を取るようになる。
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図 109: 非局所結合 CGL系の振幅差 y(x)
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ムt ~ VsX(0)2+ムY(0)2' 






最後に図 111に、結合強度Iイに対する平均リアプノフ指数 入。の依存性を示す。やはり K を小
さくして行くとある点で 入。は負から正に転じ 、そのときの lピの値は分布関数のベキ的な減衰の
指数が-l(s= 0)となる値に対応している。が、前山の公式s=入。/D入により求めたFの値は閑
111とはかなり大きさが異なり 、ノイズの色っき非ガウス性の効果が顕著に現れる。
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図 115に、非局所結合 CGL系(パラメータは前と同じで Cl= -2.0， c = 2.0，γ二 8，J{ = 0.85) 
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図 115:変数の実部 X(x)(上)とその差分の絶対値 IZ(x)l(下)の典型的なスナップ。
乗法確率過程モデルの議論から示唆されたように、我々の系においては、場の高低差の総和や
空間相関関数だけでなく、距離z離れた振幅場の高さの差 y(x):二 IX(x)-X(O)Iの一般の q次の
モーメントが zに対しベキ的に振る舞う。すなわち、
(ν(x )q)竺 Co+ClZH(q)1 ( 162) 
ここで、 Co，C1は定数で、 H(q)は qに依存するスケーリング指数である。定数COは素子のリア
プノフ指数が平均的に負なら消える。最小測定距離zで図った高低差の総和 S(x)との関係は、次
のように式変形すればわかる
(ν(x) ) = (IX(x) -X(O)I) 
i '" dYIX(ν+x)-X(y)1 
1 ~.__ . L ___L ，、、， - Z lX(-j+zト X(;，j)1 
N 3ニO N N 
L L~l 






つまり、高低差の総和 S(x)は、 y(x)の 1次のモーメントと S(x)~ x(y(x))の関係がある。ここ
で、便宜的に系の長さを Lと書き、 zが小さいものとして、 LjN= xとなるような N個の和に積
分を分割した。また、簡単のため時間半均は書かなかった。空間相関関数C(x)との関係は、以ド
の通りである
(Y(X)2) = (IX(x) -X(O)12) 
87 
= 2 ((X(0)2) -(.¥'(.1')川0)) 
二 2(Co -C(.1')， ( 1 ()!J) 
ここで、九:=(X (0) 2)は定数である。つまり、空間相関関数(，'(.1，)は、 ν(.1')の 2次のモーメント
とC(:c)'"σ。-(y ( .1' ) 2) /2の関係がある。
今後は、 S(x)や C(X)を使うよりも、むしろこの 一般化された量、(ν(.1')q)を使って振幅場のな
すパターンを特徴づけてゆくことにしよう。この量は、流体乱j流庇では ν以(よ刈)を距離 r離れた:2，点If問iH伺り] 
の速度差として I(ωq次の)構造関数」ム、またラフな表面の解析のH時寺には U以(:r吋、，)を距離 r離れた 2/ 
問の表面の高さの差として I(ωq次の)高さ-高さ相関関数」などと H呼乎ばれるものであり、やはりそれ
らの場のパターンの間欠性を調べるために導入されたものである。
指数H(q)は、 q= 1の時にはパターンのフラクタル次元と対応し、 q= 2の時には宅間十日関|羽
数の原点付近でのベキ則の指数や、パワースペクトルのベキ則の指数と対J.i::.していたが、上のよう























使われる 一般化次えを導入することにしよう [47]0具体的には、系を幅 zの箱で緩い、 t帯けの箱
の中の測度(面積)Pi(X)を、
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図 116:非局所結合 CGLの振幅差 y(x):二
X(x) -X(O)のモーメント (y(x)q)。一番
の水平な線がq= 0，一番下がq= 4.0で、間
l痛は 0.2。ノてラメー タ Cl= -2.0， C2 二 2.0，





Z(qス):=乞 μi(x)q， (166) 
ここで N(x)は幅 zの箱の個数。もし測度の分布がマルチフラクタルならば、この分配関数は、
Z(q; x) "-' xT(q)， ( 167) 
のようにベキ的に振る舞うことが期待される。そこで、このベキ則から、一般化次元D(q)三 (q-
l)r(q)を、
1 1:___ ln Z(q; x) D(q)二一 liml-qx→O ln(l/x) ， (168) 




D(O) = lin"!_ ~..一一z→O ln(l/x) ， 
21μi(X) 1n的(x)D(l) = lin"!_ LJt n¥ 




では、前とおなじ状況の非局所結合CGL系について、 一般化次元を測定してみよう。まず、 Z(q;x) 
を測定したものを関 118に示す。各 qについて、 Z(q;x)はzに対してベキ的に振る舞っており、そ
の指数r(q)三 (q-J)D(q)は、 qとともに変化している。この図から計算した 一般化次;eD(q)を
図 119に示す。D(q)は qに対して定数ではなく、 差分場の測度のマルチフラクタル性をぶしてし





































































タCl= -2.0， C2 = 2.0，γ二 8.0で、結合強
































の拡散方程式に等価である 。P(x，t) nθ2 P(X， t) 
at ~θt2 ( 173) 
時刻Oに原点に集中していた粒子は、時刻 tとともに以下のように発展する
; t) =オ言叫一五) (174) 
粒子の軌跡、を考えよう。良く知られているように、原点からの変位の 2乗平均は、経過時刻に比例
する




上のスケール変換に現れる指数 1/2を使ってリスケールした変数 x:= x/t1/2を導入すると、 z
の分布関数 P(x;t)は、
P(り)二川)竺=4モ exp( -引di v4πD . ¥ 4D) 
と、 tによらない形になる。
(176) 
このことからわかるように、変位の 2次のモーメントだけではなく、 一般の q次のモーメントも
このスケール変換によって不変に保たれる。実際、変位の q次のモーメントは以下のように計算さ
れる
(Ix(t) -x(O) 1ド心qP(り)山q/2/_'削 )dx
敢後の積分の項は tによらないので、
(Ix(t) -x(O)lq)ニ comt ×tq/23
(] 77) 
(178) 









さιの箱の中の測度が l'(f) "-'♂のように振る舞うとしよう 。 測 っ ているのが通常の;~次厄の物体
















州 )3)二ート)1'+ 6ν(れ(1')2)， (則
ここで (ε)は平均のエネルギ一散逸率、νは粘性定数であり、発達乱流の慣性領域においては右辺
第2項は無視できることから 、速度差 Ov(1')に対し、以下のスケーリング則が期待される
(ov(r)3) "-'γ (J 82) 
もし先ほどのブラウン運動の場合と同様に、速度場がセルフアフィンならば、この式から得られる
抱数1/3によって速度差の一般の q次のモーメントも特徴づけられるはずである
(Ov(叩)r-.Jバ/3 (] 8~) 














例 2.表面 ラフな表面成長においては、その粗さ(roughness)をブラウン運動の場合と Hじよ
うに、 2次のモーメントのスケーリング日IJで特徴づける










らのずれを、 ParisiとFrischはマルチアフ ィンとして説明した。一万、 MeneveauとSreenivasan
はこれをエネルギ一散逸率の間欠性として捉えた [4]0
つまり、空間の各点でエネルギ一散逸率はそれぞれ異なるスケーリング ε(1')"-'γα(x)に従ってお






















Xi(t + 1)= (1-J{)F(Xi(t)) + I{Gi(t) (] 87) 
ここで F(z)は個々の素子の写像、 Xi(t)はt番目の素千の時刻tにおける振|幅、 Gi(t)は外場、]¥'
は外場の強さを表わす。
素子の写像F(z)としては、以下の 2種類のものを考える。ひとつめは非対称テント写像である










f， ，.:.n_(i+j(t)¥l Gi(l) = ~ 1+sin27r( V '^ J"VI 1， (]90) 
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以下、系の大きさを 1に固定し、そこに N個の素寸こを配置した状況を考える。格子間隔を6:二 l/N
と書き、素子の位置を x 二 i6を表わすことにしよう。
差分場Y を次のように定義しよう
X(x + 6)-X(:e) 





1 1 I (X+ ~ ¥ 
h(x，l) := IX(x +ニ)-X(xー ニ)1 I ~I I Y(ピ)dx'll2' -，-- 2/1 \ ーん~ -，-1---- ') (] 92) 
すなわち、 h(l)は距離l離れた 2点問の振幅の差である。一方、差分場Y(x)に対しては、点 zで
の測度 m(x，l)を次のように定義する












すなわち、 m(l)は長さ lの区間で積分した Y(x)の面積をうえる。
11.1.4 分配関数
で定義した測度を使って、分配関数はそれぞれ次のように定義される
/ 噌 N(I)-l ¥ 
Z% (l) := (h(l)q) ~ (一二一 、h(xj，l)q) _ ¥ N(l) 信 /
/N(l)ー 1 ¥ 
Z%l(l) := N (l)(m(l)q)~ { L m(xj，L)q) (194 ) 
95 








Z1(l)~lC(q)， ZA(l)~l7(q)? ( 195) 
ここでぐ(q)とァ(q)は qに依存するスケーリング指数である。ァ(q)は通常の一般化次JeD(q)と関
係式ァ(q)= (q -l)D(q)で結ばれている。



















Ns(l) rv l-g(β)， Nα(1) rv l-f(α) (197) 
この g(s)とf(α)はそのような集合のフラクタル次元を表わすので、次元スペクトルと呼ばれる。
これらの量を使って、分配関数は次のように表わされる
削 ~ 州 -1J釧一州!向 rvls. (q)q-g(s. (q))+l， 
叩 rvJ dO'I-f(α) lo:q rv山一j (198) 
ここで、 steepcstdescent methodを使った。グ(q)と♂(q)はそれぞれ指数sq-g(s)+lとαq-J(α) 
を最小化する αとFの値である。スケーリング指数((q)とァ(q)は次元スペクトルg(s)とf(α)に
ルジャンドル変換で結びつけられる
ぐ(q) 二 nlI1IFq-ω)+1l，T(q)=qI判 -f(α)]， 
g(s) 二 nl111Fq-〈(q)+113f(α)二 iyl判ーア(q)] (199) 
ァ(q)ゃぐ(q)の非線形性は、次元スペクトル g(s)とf(α)の特定の形に帰着される。
11.1.5 数値計算
数値計算には、 N= 214 rv 215個の素子を使用した。この数は、 Nが大きい権限での状況を推
測するのに卜分であると考えられる。モデル AとBについて、定性的には同じ結呆が得られた。
まず、振1(1福場xのマルチアフィン性について議論する。モデル Aについて、いくつかの qの怖
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図 122:モデル Aについて得られた分配関数 Z%(1)。水平な線は q= 0に対応し、 一香下の線は
q = 10に対応する。計算ステップは 0.5である。






を加えられたパーガーズ方程式において知られている [45]0より 一般に、指数やその微分の qに対
する不連続な変化を q-相転移という 。
図 124には、指数((q)より得られた次元スペクトル g(s)を示した。理論的には g(β)はふたつ
の点のみからなるはずだが、数値的に得られた結果は連続な曲線を与える。
次に、差分場Yのマルチフラクタル性について議論しよう 。図 125に、モデル Aについて数値
的に得られた分配関数 Z1~(l) = N (1) (1η(l)q)を両対数スケールで、フ。ロットした。各 qに対応する
曲線はやはり距離 lに対してベキ的に振る舞い、その指数は qとともに増加することがわかる。ス
ケーリングが見られる領域は、振'1高場Xの場合より少し広い。モデル A.Bについて得られた指




これらのァ(q)より計算された 一般化次元 D(q)を図 127に示す。小さな qに対しては、 D(q)は
qに線形に減少する。いわゆる対数正規理論は D(q)のこのような依存性を与えることに注怠せよ 。
ア(q)の漸近的な線形性に対応して、 D(q)は大きな qに対して定数に漸近する。さらに孜々の数値計
算は、ある qcに対し、 q> qcであるような qに対して D(q)が定数となる、すなわち刀(q)三刀(∞)
となることを示唆している。Nを増加させて 6を小さくするとともに、 qcでの転移はより鋭くな
97 
η(η く q)， ((q) = q (0 < qく 17)， 
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凶 128に、ァ(q)より計算された f(α)を示す。通常どおり、 f(α)は|町線f(α)=のに般している。
また、 f(α)は直線 f(α)二 lにも接しており、これは先に述べた測度 m(l)が空間を閉め尽くすこ
と、つまり m.(l)の測度論的サポートが埋め込まれている空間と同・であることを意味する ι 卜.に
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の適用に分解できる 。 写像の適用は 、 J刷J~X が p 以上であるような素子の娠中長を引き延ばして折
り畳み、 p以下であるような素子の振|隔は単に縮める。外場の適用は、このスケールでは単に令嘉
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ケールした測度 h(l):= h(l)j仁川(l):二 m(l)jlと、それ らの PDF、P(h;l) := (dhjdh.)P(h; l) 
100 
Q(rn; l) := (dm/cl1n)Q(m; l)を導入しておこう。
これらの分布関数により、 iHlJ支の分配関数は次のように友わされる
Z% (l) 川二1hqP(h; l)dh 
二 Iq[ ' /，q印刷=川q)





まず、振幅場Xについての PDFを調べよう。図 130に、モデル Aにおいて得られた P(h;l)を
いくつかの異なる lに対して示す。各 PDFは明らかに非ガウス的であり、振幅場Xの強い問欠判






T(州)'" h-1-1) exp ( 一←~i (h > 1) 
¥ ho(l)) 
(202) 








では、次に差分場Yについての PDFの解析に移ろう 。図 132に、モデル Aについていくつか
のlに対して得られた Q(m;l)を示すo Q(m; l)は一見P(h;l)に似ている。実際、各グラフは m の
ある程度の値まではそこそこ平らで、その後ベキ的に減衰し、ある大きさの m 以上で急激に減哀
する(カットオフ)。
しかし、実際には Q(m;l)とP(h;l)の間にはいく つかの重要な違いがある。まず、 Q(m;l)の/J




る。もとの Q(1n;l)のカットオフ位置の l依存性を反映して、 Q(m;l)のカ ットオフ位買の移動泣
は P(h;l)の場合より小さい。
リスケールされた PDF の小さな 111 での振る舞いは、 J刷J~場 X の場合に比べてより強く l に依
存する。以後の議論で、この Q(m;l)の依存性を対数正規分布で近似する ことを試みる c興味深い
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図 130:モデルAでの高さの差 h(l)のPDFo
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図 131:モデル Aのリスケールされた高さの
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2-15に対応し、以下 2-14， 2-13， 2-12， 2-11， 





友部分とカットオフ)は、次の引き延ばされた指数 (stretchedeXpOllE'1 ti a 1)を掛けられたベキ別に
よってうまく近似できる
?




























?? (171 > 1) ('203 ) 
ここで、 17は正の定数で、而o(l)とγ(l)はlに依存するパラメータである。定義より h(<5)三 11(<5)、
P(h; <5)三Q(而;<5)なので、この ηは前の T(1-L;<5)の近似に使ったものと同ーである。
P(h; <5)のカッ トオフ位置 ho(l)は単に l-lに比例していたが、 Q(元;<5)のカ ットオフ位置 mo(l)
はそうではなし 1。しかし、 一応lに対し系統的にベキ的な依存性を示すように見受けられる。すな
わち、図 138からわかる ように、巾o(l) cx: l-νが成立しているように見える。ここで νは後で見る
ように間欠性を特徴づけるパラメータで、 ν竺 0.15である。一方、図 ]36の挿入図には指数γ(l)
のl依存性が示されている。γ(l)は弱く lに依存するが、その値は lと2の間にある。
モデル Bについても 、ほぼ同様の Q(rn;l)が得られる。ただしこの場合、図 137からわかるよう
に、大きな而に対する Q(而;l)は引き延ばされた指数ではなく、むしろ単なる指数を掛けたベキ
則によ ってうまくフィッ トできるようである。そこで、モデル Bについては上の近似式で γ三 1と
置くことにする。図138からわかるように、モデルBについてもカ ットオフ位置のlへのベキ的な









































1十五o(1)一ηf(一η，市)exp(出) (205 ) 
と計算される。ここで、 r(リ)は f(リ): = J
p





。+bnlη-q Q.(/ bn (fl(l)q)2q q21+-1lη-q' 
αo + bolηαoα。 (20s) 
が得られる。ここで、 αqとbqは q依存の定数である。これより、
(h.(l)q) ~ Q.q (η-q>O)， ~lη -q (η-qく 0)， (207) 
α。 α。
であり 、分配関数Z%(l)= lq(h(l)q)は















入(t)h(t; l) + l E，(t) (211 ) 







P(h; l) = < P1h-
1ー η
(0く hく 1) 




















を試みる。すでに示したように、 PDFは中央部に m-1ー ηのようにベキ的に減衰する部分を持つ。
この部分を領域1Iとし、 PDFの3つの部分を左から 1，I， JI1と呼ぶことにすると、 ηより小さい















ケーリング指数をあらわに計算することができる。このとき、 l-l(m(l)三 (m(l)がlによ らない
こと、つまり全面積が測定スケールによらないことを取り入れねばならなし、。そこで、最も簡単な







c(l) = ln(而 (l ))+~lnl ， り (1) 二 -/1 1nl ， ('2J5) 
2 
ここで μはいわゆる間欠性指数である。(而(1))が lによらないという条件はこれ らの c(1)と 1'(1)
では自動的に満たされている。
これらの仮定より、而(1)の q次のモーメントは
(而(l)q)= (而(l)ql一号q(q-1) (216) 
と計算され、分配関数は
Z，~， (l) = N(l)(m(l)q) = (而(1))qlq-l-~q(q-1 )
と表わされるので、指数ァ(q)と一般化次元D(q)は
(217) 
ア(q)二 (1-j山一 1)， D(q)二 1-fq (218) 
と求められる。
0，0 
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図 134:モデル Aでの lnil~ の PDF。 最も
ピークが左にあるものが l=2-153以下 l二
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?? (2] 9) 
ここで、 QO(1川 l)は小さな mでのPDFを表わす未知の関数であり、 Q1(1)は定数である。 このふ




dmqQo(m;L)dm + Ql (l)かno(l)qーηr(精子河村)(m(L)q)= -~ 1 1¥'/ / ¥ 1¥'/ "'''¥'/ ¥ / (220) 
おQo(而;l)d而 +Ql(l)サ刊o(l)一ηr(叶可前ォ)
(m(L)q)の小さな lに対する漸近形はベキ則であり、その指数を決めるのに、先に述べた 1川1η川7
lに対する?而11】o(仰lり)cαx: l-一ν という関係を用いる O ここで νは正の定数である。q> qc :17 > 0かっ
l <1という条件下で、 mo(l)は非常に大きくなるので、各ガンマ関数はほぼ lによらないものと
見なせる。故に、分子の第2項と分母の第]項が電要となり (ν>0に注意)、その他の瓜を無制す
ることにより、
Q1 (l)ヲ(1)r (宥??可抗了) 11¥ Q-(仇(l)q)~1¥!._mo(l)qη I"V U(l) l-V(q-η) (221) 
fd QO(1n; l)dm， 
が得られる。ここで u(L)はlの未知の関数であり、先ほど仮定した未知の Qo(m;l)とQl(l)に関
係している 。 分配関数 Z~l(l)は
Z~l(l) = N(l)(rn(l)q)二 lqー1(m(l)q) I"V u(l)lq-1-v(q-η) (222) 
と計算される。指数ァ(q)は u(l)が未知なので完全には決められないが、その q依存性だけは次の
ように得られる
ァ(q)= (1-1/) q + C011 st " (223) 
これより、 D(∞)二 1-1/が得られる。一方、図 127で示したように、数値的に得られた D(q)は
この領域でほぼ定数、つまり、ある qc: 17より大きな qに対し、 D(q)三 D(∞)である。この'J1-実
から、 ヒ式の定数は ν-1に近いこと、つまり
ァ(q)= (1ー ν)(q-1)， D(q) = 1ー レ (221) 
という関係式がq>qc竺可に対して予想される。
モデル Aに対して、上のァ(q)の形を図 138において数値的に得られた ν竺0，]5という値を使っ
て実験値と比較したものを図 139に示す。予期されたように、実験で得られた r(q)はq>2の場
合についてよくフィットされる。この結果の妥当性は、図 127において D(q)の飽和する値が大体
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図 138:カットオフ位置仇o(l)のl依存性。 図 139:ァ(q)の実験値と理論の比較。
ここで A(l)とp(l)はlに依存する定数で、 PDFの異なる領域の境界の位置と引き延ばされた指数
関数の指数を決める。乗法的なノイズ入(t)は前と同じ性質のものと仮定しよう 。長波長外場のゆ
らぎの効果を、ρ(h;l)の時に導入した加法的なノイズの代わ りに、ここでは m 二 lに反射壁を置
くことによって表わそう 。すると、定常PDFは
( A(1)111.r(l)ー 1 ¥ 
Q(m; l)α而一ηexp( :，-¥ .: . ;" 1 ¥ 1 
¥ D入(p(l)-1)) (226) 
のように得られ、これは我々が欲しかった形である。
しかし、この確率方程式、特に Z~1(l)のスケーリング挙動に重要な非線形緩和項 m(t;L)11(l)とそ
の係数 A(l)は、以前の h(t;l)2の場合のように簡単には正当化できない oA(I)1元(t;L)p(L)と、ア(q)
の線形な振る舞いを導き出すのに必要な付加的な仮定A(l)α[Vは、なんらかのよりミクロなダイ
ナミクスを平均的に表現したものと見ることができる可能性はある。
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わち R(p)= R(l -p)が仮定される。
スケーリング指数ァ(q)とこの R(p)は以下のように関連づけられる [45]。最初の測度を]に規格
化しておく o 1ステップ円の分割で、各区間の長さは l= 1/27'l.となり、その区間上の測度 7η(l)は
m(l)=pIP2・ Pnと与えられる。ここで Piは尺(p)からランダムに取ってきたランダムな乗数であ
るo m(l)の q次のモーメントは (rn(l)q)= ((P1P2...Pn)q) = (Js)l1 と計算される。ここで(..-)は
R(p) に対するアンサンプル平均である 。 分配関数 Z1~1(l)は
Z%~ (l) = N(l)(川l)q)= [-1 (pq)l1 '" r(q) ， (227) 
となり 、スケーリング指数r(q)は
ln (l-l(pq)n) ηln(μ) 1 ln(pq) 
ァ(q)= ニー1=lnl ln(1/2n) ~ In2 (228) 
で与えられる。
さて、 N 二 215個の素子を使って実際の乗数分布を計算してみよう 。モデル Aについていくつ
かの η に対する計算結果を図 140に示すO 各 R(p)はp= 0.5にピークを持ち、 ー本のスケール不
変な線上に重なっているように見える。28(X 2-15)以上のスケールの R(p)はこの線には重ならな










さらに、図 143に示すように、モデル Bでの乗数分布はスケール不変でさえないι 各々の分布
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ら、我々の系においては全測度のゆらぎは中心極限定理に従わず、 N→ ∞ の械|浪で発散するから
である。
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図 144:モデル Aについて異なる平均の方法で得られた一般化次元 D(q)。





































































弱めると共にパターンがフラクタル化するのは 1次元の場合と同様である 凶 146)J48，].50には、
それぞれ左図に対応するパラメータでの空間相関関数






















































を転載することにし よう。系のパラメータは C1 = -2， C2 = 2，γ=8にとり、素子数N と結合強
度 !{を変化させてみることにする。まず図 154に、Nを変化させて測定した J{= 0.7のときのリ





























































































Cl = -2.0， C2 = 2.0，γ= 8.0， f{ = 0.7で、












まず、正のリアプノフ指数の個数が飽和する点 (1-:r-v 0.75)は、フラクタル次元 Ojがほぼ 2に
飽和し、局所リアプノフ指数が負から正になる点とほぼ同じ位置にある。つまり、素手間にブロウ
アウ ト分[1皮が起こり 、パターンの次元は 2になると系の自由度も Nに対してー定の比率のある偵
に飽和する。その後、正のリアプノフ抱数の個数とフラクタル次元はともに減少するが、正のリア




















































図 156:拡散結合 CGLの振幅場 I{ti! (:1.') Iの時間発展。パラメータは C1= -2.0ぅ C2= 2.0， 0二 8.0、
系のサイズは 256
凶 j57: 非局所結合 CGL の娠中E場 IVV ( J~ ) I の時間発展パラメータは C1 = -2.0， C'2= 2.0. i = 12R， 
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図 158:大域結合 CGLの振幅 IH!(x)1のス
ナッフ。ショッ ト。ノfラメータは C1 二 -2.0，
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図 160:非局所結合CGLの振幅のスナップ
ショット。ノてラメータは C1= -2.0， C2 = 2.0， 
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A -(B + l)X + x2y + /{x8， 
8t 。Y(x，t)
(B +λPけX-X2y + /¥yS， 
θt 
8S(x， t) 。28
(231 ) -S+D0n2アq +X， ε θ1 
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